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Induksjonsprinsippet
La P(n) vere et utsagn som er meningsfylt for ethvert positivt heltall n. For a
vise at P(n) er sant for alle slike heltall, er det nok a vise folgende to fakta:

1. Utsagnet P(n) er sant nar n = 1 (dvs. P(1) er et sant utsagn).

2. Hvis utsagnet P(n) er sant nar n = k, et fast men uspesifisert positivt heltall,

sa holder ogsa P(n) nar n = k+1 (dvs. hvis utsagnet P(k) er sant sa er ogsa
utsagnet P(k 4 1) sant).

Eksempel 1
Vi skal vise ved induksjon at formelen

n
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er riktig for alle hele tall n > 1. Setter vi n = 11 P(n), far vi
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som stemmer. Vi antar (som induksjonshypotese) at P(n) er riktig for n = k, det vil si at
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og ma vise at da er P(n) riktig for n = k 4+ 1, vi ma altsa vise at
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Vi viser dette ved a dele opp summen pa venstre side i to slik at vi kan bruke induksjons-
hypotesen pa den fgrste delen:
kii 1 z’“: N 1
P (20 —1)(2¢+ 1) = (2 — 2@+ 1) (2k+1)(2k+3)
Pk) k N 1 2k 4+ 3k+1
2k +1 0 26+ 1)(2k+3)  (2k+1)(2k +3)
B+ D)2k+1) k41
C (2k+1)(2k+3)  2k+3°

Altsa er P(k 4 1) riktig, og ved induksjon fglger at P(n) gjelder for alle hele tall n > 1.
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Vis ved induksjon at
 (om
(1) cos u cos 2u cos 4ucos 8u - - -cos (2" tu) = M
2™ sin u
for alle hele tall n > 1.

Setter vi n = 11 (1), har produktet pa venstre side bare én faktor, og formelen (1) reduserer
seg til

som er riktig siden sin 2u = 2sin w cos u. Anta sa at (1) er OK for n = k:
. 2k

(2) cos u cos 2u cos 4u - - -cos (28 1u) = M
2k sin u

Vi ma vise at da er
sin (2841 w)
2Qk+lginy

Det gjor vi ved a bruke induksjonshypotesen (2) og identiteten sin vcosv = %sin 20 :

cos u cos 2u cos 4u - - - cos (2Fu) =

cos u cos 2u cos 4u - - - cos (27u) = [cosucos 2u - - -cos (27 )] - cos (27u)

_ sin (2ku) - cos (25u) = sin (2%u) cos (2Fu) _ Lsin (2 2%u) _ sin (2k+1y)
2% sin u

2k sinu 2k sinu 2kt giny
Ved induksjon fglger at formelen (1) gjelder for alle hele tall n > 1.

Eksempel 3 Bernoullis ulikhet
Vi skal vise Bernoullis ulikhet

(3) (1+z)">1+nz foraz>-1
for alle hele tall n > 0.

For a vise denne ulikheten ved induksjon, kontrollerer vi fgrst at den er riktig for n = 0.
Setter vi n = 01 (3) far vi

1>1 forx> -1
som apenbart er riktig. Vi antar sa at
(4) (142 >1+ka forz>-1
for et vilkarlig helt tall £ > 0, og ma vise at
(5) (142" > 14 (k4+ 1)z forz > -1.

Multipliserer vi begge sider av ulikheten (4) med z + 1 (som er ikkenegativ nar z > —1), far
vi

(14 2) Mt > (14 kz)(1 + ).
Det bruker vi for a vise at (5) holder:
(14" > 14+ke)Q+2) =14 (k+Da+ka? > 14 (k+1)a.
Dermed er (5) riktig, og Bernoullis ulikhet fglger for alle hele tall n > 0 ved induksjon.



