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75012 Matematikk 1B, mai 1994 (side 77-79)

[6] a)
Vi finner en potensialfunksjon ¢(z, y, z) slik at F(z,y,z) = (2zye®, e*”, z) = (92 99 ¢y

For xz-komponenten har vi at g—i = QxyeIQ. Integrasjon mhp. x gir

O(x,,2) = ye¥ + E(y, 2),

der £(y,z) er “integrasjonskonstanten”, en vilkarlig funksjon av y og z. Vi deriverer
mhp. y og sammenligner med y-komponenten av F:

op 2 O g2
a_y_e +ay(y7z)_€ .

Altsa er g—g(y, z) =0, dvs. £(y,z) = £(z) avhenger bare av z.

Vi deriverer sa ¢(z,y, z) = yer + &(z) mhp. z og sammenligner med z-komponenten av
F:

o¢ _

L) =2,

Altsé er £(z) = 122 + C der konstanten C kan velges fritt, sa
x2 1 2
o(z,y,2) = ye* + 5%+ C.

Folgelig er F(z,y, z) et konservativt vektorfelt.

b)
Parameterfremstillingen til C' er gitt ved r(t) = (cost,sint,t) der 0 < ¢ < 7. Vi far da:

7T2

/CF.Tds_/Cw.dr_qﬁ(r(w))_¢(r(0))_7
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75012 Matematikk 1B, august 1994 (side 83-85)

f(xay):9$4+16$3+6x2y2 R: x2+21‘+y2§0
a. f(z,y) er et polynom. De partiell deriverte eksisterer derfor overalt. De kritiske
punktene til f(z,y) er derfor gitt ved at bade fy(x,y) =0 og fy(z,y) =0.
folz,y) = 362° +482% + 1229 = 0
fy(x,y) = 123723]:0

Den siste ligningen gir to muligheter: Enten = 0 eller y = 0.

Mulighet 1: x =0

Innsatt i den forste ligningen gir det 0 = 0. Altsa: Alle punktene pa y—aksen, (0,y), er
kritiske.

Mulighet 2: y =0

Innsatt i den fgrste ligningen gir det 3622 + 4822 = 0 som holder hvis enten z = 0 eller
3r+4 =0, det vil si, x = —4/3. (—4/3,0) er derfor ogsa et kritisk punkt.

R er gitt ved 22 + 2z + 9% <0, altsa (v +1)? + 9% < 1.

R er altsa et lukket sirkuleert omrade med sentrum i (—1,0) og radius 1. Av de kritiske
punktene for f er det bare (—4/3,0) som ligger i det indre av R.

Klassifisering av (—4/3.0):

fee(z,y) = 1082 + 96z + 12y fo.(—4/3,0) = 64
facy(xa y) = 2437y fxy(_4/3a 0) =0
fyy(z,y) = 122° fyy(—=4/3,0) = 64/3

som gir at A(—4/3,0) = 64 - 64/3 — 02 > 0. Derfor er (—4/3,0) et lokalt minimum.

b.

Randen til R er gitt ved 22+ 2r + y2 = 0. Det vil si, y2 — 22 _ 9y og f(x,y) er gitt
ved
flz,y) = 924 + 162> + 6x2(—x2 —2r) = 3z + 423

pa randen til R. Vi sgker derfor ekstremalpunkter for
g(z) = 3z + 423 for —2<2<0

Siden ¢'(x) = 1223 + 1222 = 0 for x = 0 og # = —1, har vi fglgende kandidater til
absolutt max/min: (—4/3,0), (0,0), (-1,1), (—-1,—1), (—2,0). Siden

F(—=4/3,0) = —256/27, £(0,0)=0, f(-1,1)=—1, f(-1,—1)=—1, f(—2,0) =16

ser vi at funksjonen har absolutt maksimum i R i punktet (—2,0) og absolutt minimum
i R i punktet (—4/3,0).
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Tegner integrasjonsomradet, og ser
at vi kan bytte om integrasjonsrek-
kefglgen til 4

4 T 4
/ / cos@dydx—/ \/ECOS\/ECZ%’
0o Jo 0

X

Substituerer vi u = V23 far vi du = %\/E dz, og skal integrere fra v/03 = 0 til V43 = 8,

sa integralet er lik

8
2 2 2
/0 3 cosu du = g[sinu]g = gsinS

Flaten S er altsa gitt ved r(u,v) = (u —v,u + v, uv) med (u,v) innenfor enhetssirkelen.
Fgrst regner vi ut

k
or Or v
5 < By = 1 1 v|=(w-—v,—(u+v),2).
-1 1 u
Videre, sa er
Jr Or
= |— - — — )2 244
as E dudv =+/(u—v)2+ (u+v)2 +ddudv

=V 2u? + 202 + 4du dv.

Ved bruk av polarkoordinater i uv-planet far vi derfor for arealet til flaten S,

2w 1
areal(S)://\/2u2+2v2+4dudv:/ / V2r?2 4+ 4rdrdf
o Jo
—on |92 4 g3 _
— o [6(27« +4) (6v6-s).

1

-
o 3
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Vi integrerer i sylinderkoordinater. Masse:

2r 1 pd—r?
m—///pdV—/ / / rdzdrdf

o Jo J3

T

2 1

:/ /r(4—r2—3)drd9
o Jo
1

:27r/0 (r—r3)dr=

Av symmetrigrunner ligger massesenteret (z,y, Z) pa z-
aksen, dvs. £ =y = 0.

1 1 2 1 pd—r?
z:—///zpdV:—/ / / zrdzdrdf
m 2 mJjo Jo J3

ro | 3

27 11 212 2
=T L (4= )2 -3 rd
- 02(( %) )rr
! 10
—2/(77“—87“3+r5)dr——.
0 3
b) Vi har at
-  Og oh
divF=2 41220 y1=1
v ax—i-:):ay—l-

ifglge den oppgitte betingelsen. La B vare veere den sirkulsere bunnflaten til 7.
Divergensteoremet anvendt pa den lukkede flaten bestaende av .S og T gir at

//F-ﬁds+é/13-(—E)dS—/T//divﬁdV,

s
slik at

//ﬁ-ﬁds_///divﬁdwr//ﬁ-/%ds_///dv+//zds
S T B T B
z///dv+//3d5a:’g+3area1(3):g+3w:%”.
T B

75012 Matematikk 1B, mai 1995 (side 89-91)

Du star i punktet P(1,1,5) pa en fjellside der hgyden over havet er gitt ved

100
P I = s
og du beveger deg i retning ¢ = —37'+ 7. La @ = ¢//|7|. Vinkelen o med horisontalplanet
er gitt ved
tana = Dz f(1,1) = Vf(1,1) - 4.
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Dette integralet kan tolkes som volumet mellom parabo-
loiden i a) og zy—planet, regnet med fortegn. (Negativt
volum for deler som ligger under zy—planet.) Integralet
er maksimalt nar vi tar med alle delene med positivt vo-
lum og bare disse. Med andre ord, nar vi bare tar med
volumet fra a). Kurven som gir maksimal verdi for W¢
er derfor sirkelen med sentrum i origo og radius 2 fra a),
og maksimalverdien av W, blir 4.
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Her er 900
= - 327+ 7
Vi(z,y) (101322 + 7y2)2( xi'+ Ty7)
og
0= L (=374 7)
10 J
Dermed
Daf(1,1) = VI(1,1) - = —= (374 7)) - = (—374 ) = ——
u Y - 9 - 2 ] 10 ] - \/mv

og vinkelen med horisontalplanet er o = arctan(\/%_o) ~ 17.5°.

De retningene W = (wj,ws) som gjor at man beholder hgyden er de som oppfyller
Du?/\u?\f(P) = 0, det vil Si,

(wﬂ’-i— 'U)Qj) _

2 2
VWi + w;

Dette er oppfylt for retningene —77+ 37 og 77— 37.

a)

21 2 2
Volumet V = / / (2 — —> rdr df
9=0 Jr=0 2
472
=27 [?”2—%:| =47

b)

0.

1
—5 6T+ 7))

xT
Y
)
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75002 Matematikk 1B, mai 1995 (side 93)

a) y Linja y + £ = 1 har ligning rsinf + rcosf = 1 i
1 polarkoordinater. Trekanten 1" kan derfor beskrives
y+z=1 som et radialt enkelt omrade ved ulikhetene
T 1
T 0§9§§’ OSTSSinG—FCOSH'
1 x

_ w/2 r1/(sinfO4-cos6) : _
// cos <y x) dA = / / cos <M> rdr df
T y+zx 0 0 sin 6 + cos 6

1/”/2 sin @ — cos 8 1 40 1/1 d 1 . 1
— _ = — — — Siln
2 Jo O\ Sind + cosd (sin @ + cos 6)2 4 /4 cosuan=39%

sinf — cos 6 2

Substitus;j = = ——-4db.

(Substitusjon u sinf + cos0’ " (sin @ + cos )2 )

b)
u=y—x _ O(u,v) -1 1 1 1

= = =-2, dxdy= dudv = = dud
v=ytz ay) \1 1' - oy T 2
4 ‘u:y—x,v:y-i-x‘ L
yrae=1 y+rx=1 gir v=1
z=0

z=0 gir u=v U= —0 u=v
y=0 gir u=—v

//Tcos <ZZ—T—§> dA:/Ol/:;cos (%)%dudv:%/ol [vsin (%)]:2:} dv

L Lt DU R
= [ wv[sinl—sin(-1)]dv== [ 2vsinldv=sinl|zv*| = sinl
2 )y 2 )y 2" |, 7 2

75012 Matematikk 1B, august 1995 (side 95-97)

(a-punktet ble gitt i gving 6 — se lgsningsforslaget der.)
Vi bruker at

oM oM 1\
AM ~ dM = —Aa + —A M = _ o—(a+8)In(a+p)
90 o+ EX; B, <a—|—ﬁ> e

oM _ l+ln(a+p) OM
— _o—(a+B)In(a+p) — =
e e [In(cr + 3) + 1] (a + )8 o3
For « = 8 =1 far vi
oM oM 1+In2 1+1n2
20— o8~ g dermed: AM =~ — (Aa+ AB).
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(6] a)

-

curl F = i(h(z) — 22) — j(yh (z) — 2zy) + k(2wz — 222) =0

hvis og bare hvis h(z) = 22

fe(®,y, 2) = 2wy2

fla,y,2) = 2*yz + @(y, 2)

fy(xaya Z) = xQ’z + (py(ya Z) = xQ’z = (Py(ya Z) =0 = (p(yv Z) = lb(z)
flzy,2) =2y + ¢/ (2) =2y+0 = ¢'(2)=0 = ¢(x)=C

Potensialfunksjon: f(x,y,2) = 2?yz (Har valgt C = 0.)

~—

b) K: z=1, y= , z=—; 0<t<1

Tilfelle 1: h(x) =2z

/15 dF/l (2 t L 1+ ¢2 r \/§t+ﬁ 2 t2> dt
K =0 V2 3 3 V2

Tilfelle 2: h(z) = 22

G ogr— f(1, . Ly -

75012 Matematikk 1B, august 1996 (side 109-111)

Betrakt en av de to rettvinklete trekantene pa figuren i oppgaven hvor den ene siden

er y og dens motstaende vinkel er 6. De to andre sidene i denne trekanten blir =% og
ys‘i:ﬁsee. Dette gir folgende areal pa tverrsnittet av grofta:
1 ycosé 2 cos
2 sind sin #
Kravet A =1 gir na at y # 0 og
1 ycos6
T =—— =
y  sind

og

Y sin 0

1 cos 6 1 2—cosf
=14 (=-12 = Ty
sin 6 sinf y sin 6
For at dette skal bli noen greft, ma vi kreve at y > 0 og at 0 < 6 < 7 (eventuelt
0 < 0 < 7 hvis vi ikke tillater at grgftekanten skrar feil vei). Vi skal altsa finne globalt

minimum til S(6,y) pa mengden Dg = {(0,4)|0 < 0 < 7, y > 0}. Av uttrykket

%7 1—2cos@
80 Y sinZe
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ser vi at
g—§<0 for 0<9<g og y>0
(89—520 for 92% og y>0
g—§>0 forg <f<m og y>0,

sa for enhver fast yo > 0 er g(§5) = S(5,v0) absolutt minimumsverdi til funksjonen
g(0) = S(0,y0) pa intervallet < 0,7 > (teorem 2 side 225). Absolutt minimum til
S(0,y) pa Ds ma derfor vaere et sted pa linjen 6 = 5. La

|—=

T 1 2- 1
h(y) =S(5,y) = -+ 2 = — +3y
) =5Gn =+ 1A=

=

Vi finner minimum til denne funksjonen:

h’(y)——%+\/§—g<y—i> <y+i>,

Y V3 V3
sa
W(y) <0 for 0< !
r L
) y < \/§
1
n =0 for = —
(y) V=35
1
K (y) >0 for > .
(y) V>

Dermed har h(y) absolutt minimumsverdi h(_‘i\}_g) = 2v/3 pa intervallet y > 0. Den

minste verdien til S er altsd Spin, = 2v/3, som vi far nar § = Y= % Den tilhgrende

verdien for x blir da:

a) Vi vet at arealet a(S) er gitt ved

02 o2
/ / 8(/5 80 d¢ db
der
r(¢,0) = (asingcosf,asin psinf,acosp) ¢1 < ¢ < o, 01 < 0 < 0s.
Her blir
g—; X %: acqsg?mqs@ acps.g]bsinﬂ —als{inqb
—asingsinf asin¢cosl 0

= (a? sin? ¢ cos 6, a? sin? ¢ sin 6, a? sin ¢ cos @)
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og dermed
or Or
[ X JR—
oo 00
nar vi bruker at sin¢ > 0 for 0 < ¢ < 7. Altsa er arealet av S gitt ved

a(S) = /:2 /¢2 a? sin ¢ de db.

b) Vi regner intervallene for lengde— og breddegradene om til radianer og husker at
breddegrad = 90° — ¢°. Dette gir
167 197 197 227
<¢< - <0< —.
180 180 180 180
Arealet av den delen av Tromsgflaket som er oppgitt kan finnes ved & bruke formelen
fra a) med a = 6370:

= a®\/sin? ¢ = a?|sin ¢| = a®sin ¢

227/180 197/180 167 197
(6370)2 sin ¢ dop df = (6370)? — (cos —~ — cos —— | ~ 33448 [km?].
/97r/180 /67r/180 odo ( ) 0( 180 180) [ ]

75012 Matematikk 1B, august 1997 (side 123-125)

La

N(L, S, H) = 1000L"> %45 g3
og
G(L,S,H) = 400 000L + 200 000 + 150 000H — 5000 000.

Vi sgker maksimumspunktet for N under bibetingelsen G(L, S, H) = 0. Da gradienten
til G aldri er null, kan vi bruke Lagranges metode for a finne maksimum. Vi forlanger
at L, H og S alle er positive (om noen er null, ser vi at N er null som ikke er en
maksimumsverdi). Vi skal ha

VN = \VG@G
som, nar vi forkorter med 1000, gir ligningene
0.5L7958045 F10-3 — 400\ (1)
0.45L%5570-55 93 = 200\ (2)
0.3L05 8045 =03 — 150, (3)

Vi ser at A ikke kan veere null. Deler vi ligning (1) med ligning (2), far vi 230718 = 2,
L= gS. Deler vi sa ligning (2) med ligning (3), far vi %S’lH = %, H= %S. Setter vi
dette inn i bibetingelsen G(L, S, H) = 0 og forkorter med 10000, far vi

40- 35 +20- S+ 15- 55 = 500.
Det gir S =9 og dermed L =5 og H = 8.

Da dette er eneste lgsningen pa ligningene, ma det vaere maksimumspunktet (minimum
er null, nar en av L, S og H er null). Legesenteret bor altsa ansette 5 leger, 9 sykepleiere
og 8 hjelpepleiere.
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r(u,v) = (u2 + 202, V2uv, 2u® + 112)
for (u,v) € [-1,1] x [-1,1]

% = (Qu, \/57), 4u>

% = (4'0, V2u, 21})

i j k

or 0

T Z oo Vou du| = (\/5(21)2 — 4u?), 16uv — 4uv, V2(2u? — 41}2))
ou Ov

v V2u 2w

Arealet blir altsa

//81'

du dv = / / V812 — 2u2)? + 144u2v? + 8(u2 — 202)2 du dv

//\/_v + %) du dv

= 16V10/3

SIF5005 Matematikk 2, mai 1998 (side 129-130)

(Punktene a og b ble gitt i gving 10 — se lgsningsforslaget der.)

Vi skal beregne ffs curl F - ndS der F(z,y, 2z) = (x?ye*, —xy?e?, %), S er den delen
av overflaten til 7 som ligger pa paraboloiden z = 22 + 42, og n er enhetsnormalen som
peker ut av T'. Ved Stokes’ teorem har vi:

// curlF-ndS—%F-TdS,
S C

der C er sirkelen 22 + y?> = 1 i planet z =
Parametriseringen r(t) = (cost,sint,1), 0 <
Dette gir:

//SC“HF'“CZS - ﬁF'TdS = _/O%FW)) > or

2
= —/ (cos®tsint - e, — costsin®t - e, e 1SN . (_sint cost,0) dt
0

2w e 2 e 2 1 1
:e/ 2cos?tsin? tdt = —/ sin? 2t dt = —/ (= — =sindt)dt
0 2 Jo 2Jo 2 2

e. 1l 1 Te
= §[§t+ §C0S4t](2)ﬂ- = ? .

1, orientert med urviseren sett ovenfra.
t < 2m, beskriver C' i motsatt retning.
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Alternativt: Bruk at C ogsa er randkurven til sirkelskiven S’: 224 y? < 1i planet z = 1,
med n = —k. Vihar curl F-n = curl F-(—k) = —(a%(—xy%z)—%(ﬂyez)) = (22 +y?)e*
pa S, og dermed:

// curlF~ndS:// curlF-ndS:// (z% 4+ y*)e” dS
S S’ S’
27 1 1
:// (:C2—i—y2)edxdy:e/ / T‘QTdT‘d¢9:€~27T—:E.
D o Jo 4 2

SIF5005 Matematikk 2, august 1998 (side 133-135)

a) Legemet T er begrenset av paraboloiden z = 9—2%—(y—
1)? og planet z = 2y + 4. Vi bestemmer forst skjaerings-
kurven mellom de to flatene:

9—a?—(y—1)2=2y+4
9—a? -y’ +2—1=2y+4
2?4y’ =4.

Skjeeringskurven ligger altsé pa sylinderflaten z2 4 y? =
4. Dette betyr at projeksjonen av T' i zy-planet er sir-
kelskiven D: 22 + 3% < 4.

Volum:

vol(T) = //(9 e (y—1)2 — (2y + 4))dA
D

_//(4_x2_y2)dA_/0%/02(4_73)7«617«619
D

2
1
= 27T/ (4r — r3) dr = 27[2r? — ZA](Q) =27(8 —4)
0

= 8.

X

b) Med F(z,y,2) = (2x —y=z)i og S = overflaten til T, har vi ved divergenssetningen:

é/F.ndS—/T//dideV—/T//QdV—Q-vol(T)_2.87r

= 167,

der n er utadrettet enhetsnormal pa S.
La A veaere den delen av S som ligger i planet z = 2y + 4. Vektoren N = (0,2, —1)
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er normal til A (og peker ut av T'). Vi far:

//F nds = // dS// — 520,00 (0.2, -1) dS = //OdS

La sa B veere den krumme delen av overflaten til 7. Vi far:

//F-ndS://F~ndS—//F-ndS:167r—0
B S A

= 167.

Vi skal beregne fo F - T ds ved hjelp av Stokes’ teorem, der C' er skjeringskurven
mellom flatene A og B, orientert mot urviseren sett ovenfra. Flaten A har C
som positivt orientert randkurve dersom vi lar normalen til A peke inn i legemet
T. Projeksjonen av A i xzy-planet er sirkelskiven D: 2% + y? < 4. Vi kan derfor
parametrisere A som fglger:

r(:):,y) = <{L',y,2y—|—4>, (xay) €D.
Dette gir
Iy XTIy = <1,0,0> X <0,1,2> =1ix (j+2k) =-2j+k= <0,—2,1>.

Vi ser at normalen r, x ry, = (0, —2, 1) peker riktig vei med den orienteringen vi
na bruker. Siden

far vi ved Stokes’ teorem:

}[F.Tdss“’kes// curl F - ndS = // (0, —y, 2y +4) - (0,—2,1) dz dy
C
// 4y—|—4dxdy—4// ydxdy+4// dx dy
D D

=4 -areal(D) -y +4-areal(D),

hvor 7 er y-koordinaten til tyngdepunktet (sentroiden). Tyngdepunktet til D faller
sammen med sirkelens sentrum, slik at i = 0. Dermed har vi:

y{F-Tds:4-area1(D):4~7r~22:167r.
C
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