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75012 Matematikk 1B, mai 1994 (side 77-79)
[6] a)

Vi finner en potensialfunksjon ¢(z, y, z) slik at F(z,y,z) = (2xye"2, e’ z) = (0—T =2 E .

For z-komponenten har vi at % = 2:L’y612. Integrasjon mhp. x gir

$(w,y,2) = ye* +£(y,2),

der &(y,z) er “integrasjonskonstanten”, en vilkarlig funksjon av y og z. Vi deriverer
mhp. y og sammenligner med y-komponenten av F:

8_¢— 12_;,_%

.’I:2
5y = g =

Altsa er %(y, z) =0, dvs. £(y, 2) = £(2) avhenger bare av z.

Vi deriverer s& ¢(z,y, 2) = ye® +£(z) mhp. z og sammenligner med z-komponenten av
F:
0
2 —e)==
Altsd er £(z) = 222 + C der konstanten C kan velges fritt, sa
z2 1 2
d(z,y,2) =y’ + 57 + C.

Folgelig er F(z,y, z) et konservativt vektorfelt.

b)
Parameterfremstillingen til C' er gitt ved r(t) = {(cost,sint,t) der 0 < ¢ < . Vi far da:
2
/ F-Tds= / V¢ -dr = ¢(r(m)) — ¢(r(0)) = —.
c c 2
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75012 Matematikk 1B, august 1994 (side 83-85)
‘
f(z,y) = 92 + 162° + 622y° R: 2242+ 4*<0

a. f(z,y) er et polynom. De partiell deriverte eksisterer derfor overalt. De kritiske
punktene til f(z,y) er derfor gitt ved at bade f.(x,y) =0 og fy(z,y) = 0.

folz,y) = 362° + 4827 +122y% = 0
fy(@,y) 122%y =0

Den siste ligningen gir to muligheter: Enten 2 = 0 eller y = 0.

Mulighet 1: 2 =0

Innsatt i den forste ligningen gir det 0 = 0. Altsa: Alle punktene pa y—aksen, (0,y), er
kritiske.

Mulighet 2: y =0

Innsatt i den fgrste ligningen gir det 362> + 4822 = 0 som holder hvis enten = = 0 eller
3z +4 =0, det vil si, x = —4/3. (—4/3,0) er derfor ogsa et kritisk punkt.

R er gitt ved 22 + 2z + 42 <0, altsd (z +1)2+ 42 < L.

R er altsa et lukket sirkuleert omrade med sentrum i (—1,0) og radius 1. Av de kritiske
punktene for f er det bare (—4/3,0) som ligger i det indre av R.

Klassifisering av (=4/3.0):

foa(z,y) = 1082 + 96z +12y%  fou(—4/3,0) = 64
foy) = 2day Fr(=4/3,0) =0
Juy(z,y) = 1227 fyy(—4/3,0) = 64/3

som gir at A(—4/3,0) = 64 - 64/3 — 02 > 0. Derfor er (—4/3,0) et lokalt minimum.

b.

Randen til R er gitt ved 22 + 2z + y? = 0. Det vil si, y?> = —2? — 2z og f(x,y) er gitt
ved
f(x,y) = 92* + 1623 + 622 (—2? — 22) = 32 + 423

pa randen til R. Vi sgker derfor ekstremalpunkter for
g(w):3x4+4x3 for —2<z<0

Siden ¢'(z) = 1223 + 1222 = 0 for = 0 og © = —1, har vi felgende kandidater til
absolutt max/min: (—4/3,0), (0,0), (-1,1), (=1,-1), (=2,0). Siden

f(—4/3,0) = —256/27, £(0,0)=0, f(—1,1)=—1, f(—1,—1)=—1, f(~2,0)= 16

ser vi at funksjonen har absolutt maksimum i R i punktet (—2,0) og absolutt minimum
i R i punktet (—4/3,0).
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Tegner integrasjonsomradet, og ser
at vi kan bytte om integrasjonsrek-

kefplgen til E

4 oE 4
/ / cos\/w_3dyd:r:/ Vaz cos Va3 dzx
o Jo 0

Substituerer vi u = Va3 far vi du = %\/f: dz, og skal integrere fra v/03 = 0 til V43 = 8,

sa integralet er lik

8
2 2 2
/ “cosu du = Z[sinu]§ = =sin8
b 3 3 3

Flaten S er altsa gitt ved r(u,v) = (u —v,u + v, uv) med (u,v) innenfor enhetssirkelen.

Forst regner vi ut

=1 1 v|=@w—-v,—(u+v),2).

Or o or bk
du v 11w
Videre, sa er
or Or
dS =|—x —
ou x v

= v 2u? + 202 + 4dudv.

Ved bruk av polarkoordinater i uv-planet far vi derfor for arealet til flaten S,

27 1
areal(S):// \/2u2+2v2+4dudv:/ / V2r2 +4rdrdd
o Jo

1

1 s
=2 |=(2r2 +4)32| =2
7T|:6(T+) .73

dudv = /(u—v)2+ (u+v)% +4ddudv

Vi integrerer i sylinderkoordinater. Masse:

2 1 4—r2
m:///pdV:/ / / rdzdrdf

o Jo J3

T

27 1

:/ / r(4—7r2—3)drdf
0 0
1

=27T/ (r—rg)dr=z.
o 2

Av symmetrigrunner ligger massesenteret (Z, 7, Z) pa z-
aksen, dvs. £ =y = 0.

1 1 27 1 4—r2
—///zpdV:—/ / / zrdzdr df
m mJo Jo J3

T

7=
:2_71' 11((4—72)2—32)Tdr
m Jo 2
1 . 10
:2/ (7r — 83 + ) dr = —.
U 3
b) Vi har at
~ Jg oh
divF=—4z—+1=1
iv 8w+16y+

ifplge den oppgitte betingelsen. La B veare veere den sirkulsere bunnflaten til 7.
Divergensteoremet anvendt pa den lukkede flaten bestaende av S og T gir at

/S/ﬁ-ﬁdSJr/B/ﬁme)dS:/T//divfdv,
slik at

/S/ﬁﬁdS:///divﬁdV+é/ﬁ»EdSz///dV+/a/zdS
=L//dv+é/3dsﬁg+3areal(3):g+37r=77”.

75012 Matematikk 1B, mai 1995 (side 89-91)

Du stéar i punktet P(1,1,5) pa en fjellside der hgyden over havet er gitt ved
100

If'utvalg 26. april 2001

2=l = e e
og du beveger deg i retning v = —37'+ 7. La @ = ¢/|0|. Vinkelen o med horisontalplanet
er gitt ved
tana = Dz f(1,1) = Vf(1,1) - a.
Side 3 If'utvalg 26. april 2001 Side 4
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Her er 200
Vi(z,y) = 01322 + ) (327’ + TyJ)
og
7= ——(=37+)
U=—(-37 .
vio.
Dermed
Daf(1,1) = V(1) - = —~(374+ 7)) - —— (=374 ) = ——
u b - b - 2 j \/E ] - \/E7

og vinkelen med horisontalplanet er o = arctan(\/%) ~ 17.5°.

De retningene @ = (wp,w2) som gjor at man beholder hpyden er de som oppfyller
Dgywf(P) =0, det vil si,

(w17+ wzj) _
Vw? + wi

Dette er oppfylt for retningene —77+ 37 og 77 — 37.
(6] )

27 2 ,,,2
Volumet V' = / / (2 — —) rdrdf
6=0 Jr=0 2

472
=27 {rsz] =47
8 1o

o 0 a (1 1.
= F-Tds= — 92— — [ =2 1.3 dA
e ?{c ’ //R{a.rT 8y<2Ty+6y>}
2
:// (2711271y2> dA:// <2*L>7'd’rd0
R 2 2 R 2

Dette integralet kan tolkes som volumet mellom parabo-
loiden i a) og zy—planet, regnet med fortegn. (Negativt
volum for deler som ligger under zy—planet.) Integralet
er maksimalt nar vi tar med alle delene med positivt vo-
lum og bare disse. Med andre ord, nar vi bare tar med
volumet fra a). Kurven som gir maksimal verdi for W¢
er derfor sirkelen med sentrum i origo og radius 2 fra a),
og maksimalverdien av W, blir 4.

1
—5 BT - 0.

b)
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75002 Matematikk 1B, mai 1995 (side 93)
a)

Linja y + 2 = 1 har ligning rsiné + rcos 6

som et radialt enkelt omrade ved ulikhetene

1
sin® + cos @’

_ w/2 1/(sinf+cos @) o e
/ / cos =z dA = / / cos M rdrdf
T y+ax o 0 sin @ + cos 6

0<< -, 0<r

N
IA

=11

polarkoordinater. Trekanten T kan derfor beskrives

71/“/2)‘ sinf — cos 6 1 d@*l/l osud o1 1
T2 /o 5\ Sinf + cos 0 (sin + cos 0)? _4__1wbu v g

sinf — cos 0 2

bstitusj — _ .
(Substitusjon u sin @ + cos 6’ U (sin @ + cos 0)2 d9.)
b)

w=y-z_ duv) _|-1 1 . )

= = =-92 dody = ———  dudv = - dud
v=y+z = I(z,y) Il 1‘ , dxdy 10w, )0, 9)| udv = 5 dudv
lu=y—z,v=y+z| v

y+ax=1 gir v=1
r=0 gir u=v u=—0 u
y=0 gir u=—-v

//Tcos (z;;) dA = /01 '/:Jcos (%) %dudv = %/01 {vsin (%)}:ziv dv

*1/1v[sinlfsin(71)] dv*1/12v‘in1dv*sinl 1’02 1*lsinl
T2 T, P - 2% ], "2

0
75012 Matematikk 1B, august 1995 (side 95-97)

(a-punktet ble gitt i gving 6 — se lgsningsforslaget der.)
Vi bruker at

M M 1\ , ]
aM ~ant = M aa ¢ LM, M= ( > = ¢ (@tB)In(ath)

O a6 a+p
O = et et (4 5) 4 1) =~ CTT (30;%9 - %
For a = 3 =1 far vi
% = %—]g = - ! +4ln27 dermed: AM =~ 1 +41n2(ACv + AB).
If'utvalg 26. april 2001 Side 6
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(6] a)

curl F = i(h(z) — %) — j(yl' (z) — 2zy) + k(w2 — 222) = 0
hvis og bare hvis h(z) = 22

fo(z,y, 2) = 22y2

fx,y,2) = 2%yz + o(y, 2)

fy(@y,2) =2+ 0y(y,2) =22 = @y(y,2) =0 = ¢(y,2) = ¥(2)
[y, 2) =2y +¢/(2) =2’y +0 = ¢(z)=0 = ¢(z)=C

Potensialfunksjon:  f(x,y,2) = 2?yz (Har valgt C = 0.)
by K: z=1, y= z=—; 0<t<1
Tilfelle 1: h(z) =2z

. 1 2 ) f3 5 2 )
F.di = 2-t- 14t 2t+/—-2t<t>dt
/K :< N 3 V2

/
/0<\/_t6 ‘/_f6+ff5> }é\/ﬁ

Tilfelle 2: h(x) = 2%

I I g2
/KF~drff(1, T 3) 000 =1 20

75012 Matematikk 1B, august 1996 (side 109-111)

=[S

Betrakt en av de to rettvinklete trekantene pa figuren i oppgaven hvor den ene siden

er y og dens motstaende vinkel er 8. De to andre sidene i denne trekanten blir 4 og
ycos @
sin @

. Dette gir fplgende areal pa tverrsnittet av grofta:

og

y sin 6

sinf y sin 6

v <1 ycos€> LY 1 2—cosf
sin 6
For at dette skal bli noen groft, ma vi kreve at y > 0 og at 0 < 6 < 7 (eventuelt
0 < 0 < § hvis vi ikke tillater at groftekanten skrar feil vei). Vi skal altsa finne globalt
minimum til S(6,y) pa mengden Dg = {(6,y)|0 < 6 < 7, y > 0}. Av uttrykket

dS  1—2cosf

90 Y sin’e
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ser vi at
g§<0 for O<9<g og y>0
a8 T
%—O for 0—§ og y>0
aS T
— f - ,
00>0 or 3<0<7T og y >0,

sa for enhver fast yo > 0 er g(§) = S(5,v0) absolutt minimumsverdi til funksjonen
g(0) = S(0,y0) pa intervallet < 0,7 > (teorem 2 side 225). Absolutt minimum til
S(0,y) pa Ds ma derfor veere et sted pa linjen 6§ = §. La

T 1 2-1 1
hy)=S(y)=-+"T2=-+V3
¥ =535.y) PRI Sl Yy

Vi finner minimum til denne funksjonen:

== o-5) o)

h'(y) <0 for 0<y<,L
V3
h'(y)=0 for y—%
R'(y) >0 for y>L.
V3

Dermed har h(y) absolutt minimumsverdi h(%) = 2V/3 pa intervallet y > 0. Den

minste verdien til S er altsd Smin = 2v/3, som vi far nar 6 = Y= 4%/3 Den tilhgrende

verdien for z blir da:

a) Vi vet at arealet a(S) er gitt ved

%2 (o2 9r  Or
a(S :/ / — X —| dpdf
(%) L . 96> %0 ®
der
r(¢,0) = (asingcosf,asingsind,acosd) @1 < ¢ < o, 0 <6 < 0.
Her blir
i j k
?x %: acospcosf acospsingd —asing
¢ —asingsin® asin ¢ cos O 0

= (a®sin® ¢ cos B, a? sin? ¢sin 0, a2 sin ¢ cos )

If utvalg 26. april 2001 Side 8
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og dermed

or Or . . . ’
2 < 50l= a*\/sin® ¢ = a®|sin | = a®sin ¢ r(u,v) = (u2 + 202, V2uv, 2u® + v2>

nar vi bruker at sin¢ > 0 for 0 < ¢ < 7. Altsa er arealet av S gitt ved

for (u,v) € [-1,1] x [-1,1]

02 o2
_ 2. ‘ 17)
= a”singdeodo. or _
/9I /n. o (2u. \/511, 4u)
b) Vi regner intervallene for lengde- og breddegradene om til radianer og husker at
breddegrad = 90° — ¢°. Dette gir @ _ (41)7 N %)
16m 197 197 221 v
<o< on SO0 < —.
180 180" 180 180
Arealet av den delen av Tromspflaket som er oppgitt kan finnes ved a bruke formelen or  or i j k
fra a) med a = 6370: el e 2u V2v du|= (\/5(21}2 — 4u?), 16uv — duv, V2(2u? — 4112))
:227/180  197/180 167 197 W V2u
/ / (6370)? sin ¢ dé df = (6370)> (cos 2T cos —) ~ 33448 [km?].
197/180 /167/180 60 180 180 Arealet blir altsa
75012 Matematikk 1B, august 1997 (side 123-125) / / du dv — / / V807 = 202 + 1442 0% + 802 — 209)2 du dv
v
La / / VA0(v? + u?) du dv
N(L, S, H) = 1000L%> %45 f03
=16v10/3
og
G(L, S, H) = 400 000L + 200 000 + 150 000H — 5000 000. SIF5005 Matematikk 2, mai 1998 (side 129-130)
Vi sgker maksimumspunktet for N under bibetingelsen G(L, S, H) = 0. Da gradienten e B .
til G aldri er null, kan vi bruke Lagranges metode for & finne maksimum. Vi forlanger (Punktene a og b ble gitt i gving 10 — se lwsnlngsfor‘slaget der.)
at L, H og S alle er positive (om noen er null, ser vi at N er null som ikke er en Vi skal beregne f[5 curlF - ndS der F(z,y,2) = (?ye, —Ml e*,e™?), S er den delen
maksimumsverdi). Vi skal ha av overflaten til T som ligger pa paraboloiden z = 22 + 2, og n er enhetsnormalen som
peker ut av T'. Ved Stokes’ teorem har vi:
VN = \VG
som, nar vi forkorter med 1000, gir ligningene / / curl F-ndS = f F-Tds,
S C
0.5L" (J55045H03 400\ (1) )
0.5 c—0.55 £70.3 der C er sirkelen z2 4+ y> = 1 i planet z = 1, orientert med urviseren sett ovenfra.
0451725 H™ = 2004 (2) Parametriseringen r(t) = (cost,sint, 1), 0 < t < 2m, beskriver C' i motsatt retning.
0.3L958045 =03 — 150, (3) Dette gir:

Vi ser at A ikke kan veere null. Deler vi ligning (1) med ligning 2)7 fa1 vi 40L 15 =2,

2T
L = 25. Deler vi s& ligning (2) med ligning (3), far vi 22S71H = 4, H = §5. Setter vi // curl F-ndS = 7{ F-Tds=— / F(r(t) -r'(t)dt
dette inn i bibetingelsen G(L, .S, H) = 0 og forkorter med 10000, far vi JI8 JC Jo

" 2m
40-35+20-5+15- 85 = 500. :_/0 (cos?tsint - e, — costsin®t - e, e 51Nt . (—sint, cost, 0) dt
Det gir S = 9 og dermed L =5 og H = 8. 2m . ; e ™11
& s . ) 'g . . . . :e/ 2cosztsinztd,t:E/ sinZtht:E/ (z — = sindt)dt
Da dette er eneste lgsningen pa ligningene, ma det veere maksimumspunktet (minimum 0 2 Jo 2)o 2 2
er null, nar en av L, S og H er null). Legesenteret bgr altsa ansette 5 leger, 9 sykepleiere _ 7[1 ‘ 1 cos 4t]27r _ me
og 8 hjelpepleiere. 22 8 0
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Alternativt: Bruk at C ogsa er randkurven til sirkelskiven S’: 22 +y% < 1i planet z = 1,
med n = —k. Vi har curl F-n = curl F-(—k) = —(%(—merz)—%(mdez)) = (% +y?)e?
pa S, og dermed:

// curlF»ndS:// curlF»ndS:// (22 +y*)e* dS
5 s 5

; 2l 1 7
:// (xZerz)edzdy:e/ / rPrdrdd =e-2n— = —.
D o Jo 4 2

SIF5005 Matematikk 2, august 1998 (side 133-135)

a) Legemet T er begrenset av paraboloiden z = 9—z%—(y—
1)? og planet 2z = 2y + 4. Vi bestemmer fgrst skjeerings-
kurven mellom de to flatene:

9—a®—(y—1)>%=2y+4
9—a2? —y? 42 —1=2y+4
22 ry? =4,
Skjeeringskurven ligger altsa pa sylinderflaten a2 + 2 =

4. Dette betyr at projeksjonen av T' i xy-planet er sir-
kelskiven D: 22 + y? < 4.

Volum:

vol(T) = //(9—12 —(y—-1)%=(2y+4)dA
D

://(4427y2)dA:/0h/02(442)rdrd9

D
2 1
= 27r/ (dr — %) dr = 2720 — Zr‘*]?) =2m(8 — 4)
0

=8r.

X

b) Med F(z,y,z) = (22 —yz)i og S = overflaten til T, har vi ved divergenssetningen:

/S_/FmdS:/T//dideV:/T//de:Q.Vol(T):Q.SW

= 167,

der n er utadrettet enhetsnormal pa S.
La A veere den delen av .S som ligger i planet z = 2y + 4. Vektoren N = (0,2, —1)
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er normal til A (og peker ut av T'). Vi far:

/]F-ndS://F-%dS//(%fyz,O,O)~i5<0,2a*1>d32//0ds
A A A 4
0.

La sa B veere den krumme delen av overflaten til 7. Vi far:

//F-ndS://F-ndsf//F-ndS:167r70
B s A

= 167 .

c) Vi skal beregne fCF - Tds ved hjelp av Stokes’ teorem, der C' er skjeeringskurven
mellom flatene A og B, orientert mot urviseren sett ovenfra. Flaten A har C
som positivt orientert randkurve dersom vi lar normalen til A peke inn i legemet
T. Projeksjonen av A i xy-planet er sirkelskiven D: z% + y? < 4. Vi kan derfor
parametrisere A som fglger:

r(z,y) ={z,y.2y+4), (z.y)€D.
Dette gir
rp X1y, = (1,0,0) x (0,1,2) = ix (j+2k) = —2j + k = (0,—2,1).

Vi ser at normalen r; x r, = (0,—2,1) peker riktig vei med den orienteringen vi
na bruker. Siden

i
= <07 -Y Z> )

SIS SR

J
curl F = % d%
20 —yz O

far vi ved Stokes’ teorem:

fF‘TdsStg(es// curlF.ndsz// (0, —y,2y +4) - (0, =2, 1) dx dy
C . D

A
:// (4y+4)dacdy:4// ydxdy+4// dx dy
D D D

=4-areal(D) -y +4-areal(D),

hvor 7 er y-koordinaten til tyngdepunktet (sentroiden). Tyngdepunktet til D faller
sammen med sirkelens sentrum, slik at ¥ = 0. Dermed har vi:

?{F<Tds:4-aroal(D):4-7r-22:167r.
C
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