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L@SNINGSFORSLAG HIEMMEQVING 2

Oppgave 1. Fgrst finner vi ligningen for krumningen:
oy W e
1+ @))% (1 +a=2)3/2

For & finne den stgrste krumningen setter vi den deriverte av funksjonen for krumningen lik null.
2231 +a ) +3x° —2*4+1)+3  1-27

(1+2-2)5/2 25(1+a2)5/2 ~ (22 +1)5/2

r?=1/2
x=+1/V2

Siden funksjonen Inx kun er definert for positive verdier, veit vi da at krumningen er stgrst i
punktet 2 = 1/4/2 (tegn fortegnskjema).

=0

K (x) =

Oppgave 2. Enhetstangenten er gitt ved

sint i—|— cost s sint i+ cost s

It J
T(t) = r(t) = Vi Vi =sint i+ cost j.

(1) / sin? t-«t-cos2 t %

Underveis har vi oppdaget at |r/(¢)| = 1/v/t, med andre ord ds/dt = 1/+/t.

Dermed er 1.8
dT dT dt
E:E.£:(costi—sintj)ﬁ 167

som gir krumningen 4

AT y 121
0= |2Z| - vz

k(t) Is Vi R
og hovednormalen 0.8

dT/d
N(t) = dT/ds = costi—sintj. 061

K

0.4

(Til hgyre ser du en tegning av Eulers spiral.)

0 02 04 06 08 1 12 14 16 18
X



2 SIF5005 MATEMATIKK 2 VAR 2003

Oppgave 3. Vi finner
r'(t) = (3 —3t%)i+6tj + (3 + 3tH)k,
' (t) = —6ti + 6j + 61k,
I’ (8)] = /(3 — 32)2 + (6t)% + (3 + 3t2)2 = \/18t* + 3612 + 18
=3V2(t* +1).

Videre
i k k
r'(t) xr’(t) = |3 -3t 6t 3+ 3t2
-6t 6 6t
= ((6t)* — 6(3 + 3t%))i— ((3 — 3t*)6t + 6t(3 + rt))j
+ ((3—3t%)6 + (6t)°)k
=18((#* — 1)i—2tj + (¢* + 1)k)
slik at

[v'(t) x " (t)| = 18\/(262 — 12+ (2024 (12 +1)2 = 18V2(12 + 1).
Til sist ender vi med krumningen

x| 1
= mE T sE

Oppgave 4. Bade S;: x = 32 + 22 og Sy: y = 22 + 22 er paraboloider, men de har dpningen i
forskjellige retninger; Sy i positiv z-retning og S5 i positiv y-retning.
Anta at flatene skjeerer hverandre, da gjelder i et skjeeringspunkt
(y* + 22y, 2) = (z,2% + 22, 2)
Altsa er x = y? + 22 og y = 2% + 22, noe som gir oss at  — y% = 22 = y — 2, altsa at
T+’ = Y+ y2
Prr+i=y+y+1
(@+3)"=@y+3)
T+ 1i=%y+3)
Siden z = y? + 22 og y = 22 + 22 sa er bade x og y positive, derfor har vi at  + % =y+ %,
dvs. x =y, altsa skjeerer paraboloidene hverandre i en plan kurve.

La oss beskrive kurven hvor planene skjaerer hverandre. Setter vi inn y = x i ligningen for en
av flatene far vi = 22 + 22, som er ekvivalent med

(x — %)2—|—z2 = i.
Skjeeringskurven projiseres altsa til en sirkel i xz-planet, og selv er den da en ellipse (projeksjonen
er pd skré i forhold til planet « = y). Den kan passe parametriseres ved

x:y:%+%cost,

1 } 0<t<2m.

z = 5sint
Oppgave 5. Vi veit at r = \/W og
at rcosd = x. r = 2zcosf, altsa er r? =

2zrcosf = 2zx. Vi har da at

2 +y? =22z
(x—2)° +y° =2
Vi ser da at snittet med flaten z = k vil veere en
sirkel med radius |k| og sentrum i (z,y) = (k,0).
Flaten blir en skjev kjegle.
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Oppgave 6. Kardioiden r = 1 — cos 6 i polarkoordinater er tegnet til venstre.
Flaten p = 1 — cos ¢ i kulekoordinater er tegnet til hgyre.

Nar du bytter ut r og € i ligningen for kardioiden med p og ¢, far du ligningen for den andre
flaten. I det fgrste tilfellet males vinkelen 6 fra z-aksen, i det andre tilfellet males vinkelen ¢
fra z-aksen. Flaten oppstar ved at vi roterer kardioiden om z-aksen og sa dreier hele figuren sa
r-aksen kommer pé z-aksens plass. Den resulterende flaten minner om et eple.

Oppgave 7. Funksjonen f;(z,y) = cos(z?+y?) hgrer til figur c, for figur ¢ har radiell symmetri
og oppforer seg som cos(x?) langs z-aksen.

Funksjonen fa(x,y) = cos(e® 4+ e¥) hgrer til figur b. Legg merke til svingningene i fgrste
kvadrant (fremre hgyre hjgrne i figuren), hvor e® + e¥ vokser fort. I tredje kvadrant (bakre
venstre hjorne) gar e* + e¥ fort mot null, og fo(x,y) gar mot 1.

Funksjonen f3(z,y) = In(x? 4+ y?) hgrer til figur a, for nir x og y gar mot 0, si gar x2 +y* mot
null, og dermed In(z2 + 3?) mot minus uendelig. Legg ogsi merke til den radielle symmetrien.

Funksjonen fy(z,y) = e~®¥ hgrer til figur d, for langs linjen 2 = y vil funksjonen ga mot 0
(f(z,x) = e’zz), og langs aksen x = —y vil funksjonen ga mot uendelig (f(z, —z) = em2).

Oppgave 8. Dersom vi holder x konstant, f.eks.
xr =k, sa vil

r=e " (y* —1)
=e M- 1)
=Ci(y® - 1)

hvor Cy = e~ eren ny konstant, altsa har fun-

skjonen en form som en parabel for en konstant
x.
Hold na y konstant, y = k, sa vil

s= ey - )
= e_g”z(k2 -1)
= 6_1202

hvor Cy = (k? — 1) er en ny konstant. Vi ser
da at funksjonen har form som en normalfordel-
ingskurve for en konstant y.
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Oppgave 9. Nivaflaten til f, gitt ved f(z,y,2) = C, kan skrives
1
2 +y? + 122 = CeC.

Dette er en rotasjonsellipsoide med like lange halvakser i z- og y-retning, og dobbelt sa lang
halvakse i z-retning. Pa normalform for ellipsoider:

22 22 g2

2 rtas!

med
a=b= \/560/2, c=2vCe"?.
Nar C' vokser, sa vokser ogsa ellipsoiden i alle retninger.
Oppgave 10. Funksjonen f(z,y) = xIn(z? + y?) er kontinuerlig i alle punkter bortsett fra
punktet (0,0), for der er ikke funksjonen definert.
f(rcosf,rsinf) = rcosfInr? = cosO(rInr?)

. 9 . Inr? o0 ) 2r )
lim rInr® = lim = — = lim =lim —2r =20
r—0 r—0 1 00 =0 —r—2 r-0

Vi ser dermed at dersom vi definerer f(0,0) = 0, s& vil (den utvidede funksjonen) f veere
kontinuerlig over alt.

Siden funksjonen /x? + y? er kontinuerlig, og den er 0 kun i punktet (0,0), s vil ogsa
2 2
funksjonen g(z,y) = %\/%;2) veere kontinuerlig i alle punkter bortsett fra punktet 0.
Na er
rcosflnr?

g(rcos,rsinf) = ————— = cos @ Inr>
T

derfor vil
lirr%J g(rcosf,rsind) = hH(l) cosflnr? = +oo
r— r—

(untatt nar cos§ = 0). Vi kan derfor ikke utvide g(x,y) til en ny funksjon som er kontinuerlig i
alle punkt.



