SIF5005 MATEMATIKK 2 VAR 2003

L@SNINGSFORSLAG HIEMME@VING 4

Oppgave 1. Vi skal sette opp integralet I = [[ f(z,y)dA som et iterert dobbeltintegral i begge
R

integrasjonsrekkefglger over et gitt omrade R.

a) 1. Omradet vi her skal integrerer over svarer til a; i figur 1. Nar vi integrer forst i
z-retning ser vi at = gar fra ¢/y til @ mens y gar fra y = 2 til y = a3. Dette gir

a3 a
I = / / f(z,y) dedy.
2 Sy

Ved integrasjon i y-retning forst gar y fra y = 2 til y = 2° mens z gar fra V/2 til a.

Dette gir
a ZIJS
I= / / f(x,y) dyd.
¥2 J2

a1

az

FicUr 1. De to omradene i oppgave 1 a.

2. Her er a < 235 og omradet vi integrerer over svarer til as i figur 1. Ved integrasjon
fgrst i x-retning vil  nd i motsetning til i punkt 1 ga fra a til ¢y mens vi har
a3 <y < 2. Dette gir

2 r¥y
I= / / f(z,y) dzdy.
a3 Ja

Nar vi skal integrere i y-retning gjgr vi som over og bytter pa grensene fra punkt 1.

Da far vi
Y2 p2
I= / / f(x,y) dyd.

b) Nar vi integrerer fgrst i y-retning, ser vi fra figur 2 at 1 <z < bogat Inz <y < z72.

Fra dette fas )
b x
I=/ / f(z,y) dydz.
1 Inz

For & gjore integrasjonen forst i z-retning ma vi skrive om kurvene som definerer R slik
at vi far dem pa formen z = f(y). Kurven y = Inz blir z = ¢¥ og y = 22 blir 2 = y 3.
Videre ma vi dele R opp i to omrader R; og Ro gitt ved

R:0<y<Inb=0b2 og 1 < x < €Y Dette svarer til nedre del av det skraverte

omradet i figur 2. Integralet blir I; = Olnb fley f(z,y) drdy.
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FIGUR 2. Integrasjonsomradet i oppgave 1 b.

Ry:lnb<y<logl<z< y_% Dette svarer til gvre del av det skraverte omradet i

figur 2. Integralet blir I = flnb fl f(z,y) dzedy.
Vi far na svaret ved & summere integralene over disse to omradene, noe som gir

1
Inb peY 1 y 2
I=L+ 1= / / f(z,y) d;vdy—l—/ / f(z,y) dzdy.
0 1 InbJ1

Ligningen for en sirkel med radius r og sentrum i origo er gitt ved 22 + y? = r2. Dersom
vi lgser denne ligningen med hensyn pa x far vi x = £4/72 —y2,der —r < y < r. Ut i
fra dette kan vi sette opp integralet hvor vi gjgr integrasjonen i x-retning fgrst. Det gir

7‘2—y
1 —/ / f(z,y) dxdy.
_r r2—y

Ved & bytte rollen til z og y i argumentet over far vi at integralet fgrst med hensyn pa
y blir

1 —/ / f(z,y) dydx.

Ficur 3. Sirkelen i oppgave 1 c.

d) Vi tar integralet over det ytre rektanglet R, = {(z,y)| —2 < 2 < 3,—2 < y < 2} minus

verdien av integralet over det indre rektanglet R; = {(z,y)| — 1 <z <2,-1 <y <1}
Siden vi integrerer over rektangler blir integrasjonsgrensene uavhengig av integrasjons-
rekkefglgen og vi far

Iy=/_Z/_Zf(x,y)d:cdy:/_z/_Zf(x,wdydx
- 11 / 21 flaydody = [ 21 / 11 f(a,y) dydz
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Dette gir

I=1,—-1.
Her finnes det flere muligheter. For eksempel kunne man delt det skraverte omréadet i
figur 4 opp i to horisontale og to vertikale striper og summert integralene over hver av
stripene. Her er det viktig & passe pa at stripene ikke overlapper slik at noen omréider
integreres flere ganger.

Fi1Gur 4. Rektanglene i oppgave 1 d.

e) For & integrerer forst med hensyn pad z méa vi finne ut hvor de gitte kurvene krysser

hverandre. Vi lgser 232 — 1 = 1 — 3y? og far y = :t\/g . Innsatt i en av ligningene gir
dette # = 2- 2 — 1 = —1 og kurvenes skjaringspunkter er (-1, i\/g) Med dette blir

$
/

FicUr 5. Oppgave 1 e.

integralet nar vi integrerer fgrst i z-retning gitt ved

2 1—3y2
flz,y) dxdy.
/—\/g ~/2y2—1 ( )

For & integrere fgrst med hensyn pa y blir vi ngdt til & dele R opp i to omréder, integrerer
over hver av dem og addere svarene. For & gjgre dette ma vi skrive kurvene som funksjoner
av y med hensyn pa =x.

y:i,/%(xﬂ) og y:i,/%u_x).

Fra tidligere har vi at kurvene skjerer hverandre nar z = —1. De to omréidene vi inte-
grerer over blir da

Ri: -1<z<—-tog,/3(x+1)<y<./i(z+1).
Ry: —1 <z <—-log—/i(1—-a)<y<,/i+(1—a).
Dette gir
-z E(r—&-l) (1 z)
I=0L+1= flz,y) dydm+/ / (z,y) dydz
~1 L(z+1) i /-/3i0-a) r)
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Oppgave 2.
a) Se figur 6.
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FiGURr 6. Omradet R begrenset av .S; og S3 i oppgave 2.

b) Volumet Vj til et omréde R er typisk gitt av integralet Vz = [[[ dV. Dersom z er gitt
R

eksplisitt som en funksjon z = z(z,y) av x og y reduserer dette seg til Vg = [[ z(z,y)dA,
RI

der R’ er projeksjonen (eller “skyggen”) av R ned i zy-planet. Her er z = cosz og R’

begrenset av funksjonen y = cosx og linjene y = 0 og = = 0 som vist i figur 7. Dersom

vi forst integrerer med hensyn pa x far viat 0 < y < 1 og 0 < x < arccosy. Dette gir

integralet

1 parccosy 1
Vi = / / cos(z) dedy = / sin(arccos(y)) dy.
o Jo 0

Dette integralet kan lgses med substitusjonen y = cos(f) (Husk at arccos(cos(f)) = 0).
Differensialet er dy = —sin(f) df. Den nedre integrasjonsgrensen y = 0 svarer til § = 7
og den gvre grensen y = 1 svarer til § = 0. Vi far

0 3
Vi = / sin(6)(— sin(0) df) = /0 sin?(0) df = 1

™

2

Vi prover ogsa a bytte integrasjonsrekkefglge. Fra figur 7 ser vi at dette gir integralet

FIGUR 7. Skyggen av R ned i xy-planet.

T pcos(x) z cos(zx)
VRz/ / cos(x) dydx:/ cos(m)/ dydzx.
0 0 0 0

Det indre integralet er [ =) gy = cos(x) og vi far
%
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Oppgave 3. La funksjonen f(a,b) = [[(z + 2y)dA = [ fob(a: + 2y) dydz. Den skal minimeres
R

med hensyn pé betingelsen g(a,b) = a+b—k = 0. I figur 8 ser vi integrasjonsomradet. Linjen
a+ b=k er tegnet inn for & indikere hvor det gverste hgyre hjgrnet av rektangelet kan vaere for
at kravet g(a,b) = 0 skal vaere oppfylt. Vi finner f(a,b) ved & evaluere integralet.

2 y—akse

a+b=k

a k x—akse

FI1GUR 8. Integrasjonsomradet R i oppgave 3.

a pb a
fav)= [ [ @ 2mdyds = [ fay+ o2l do
o Jo 0
@ 1 1
= / (bz + b?) dk = [ibx2 + b%z]§ = 5ba2 + ba.
0
Vi skal bruke Lagrangemetoden med en bibetingelse.
Vf(a,b) = AVg(a,b), g(a,b) =0.
Fra dette far vi fglgende system av ligninger
1
ba+b>=X\ —a’+2ab=)\ og a+b=F.

2
Vi far ba + b* = %aQ + 2ab. Litt manipulasjon gir

1
bg—ab—§a2:O.

Vi bruker né kravet g(a,b) = 0 og setter a = k — b inn i ligningen over. Dette gir en andregrads-
ligning
1 1
b2—(k—b)b—§(k—b)2:b2—k2§ =0
med lgsning b = ik@. N4 hadde vi et krav om at b > 0 og vi sitter igjen med den positive
lgsningen. Vi far altsd at a = k(1 — @) og b= k‘/Tg.
Den maksimale verdien er
VB VB R

Pk =)0 = =
Oppgave 4. For en enhetsvektor u er den retningsderiverte i u-retning til funksjonen g(z,y, 2)
i punktet Py gitt ved Dyg(Po) = Vg(Po) -u = |Vg(P)|cos(), der 6 er vinkelen mellom Vg(FPy)
og u. Den retningsderiverte oppnar sin maksimale verdi |Vg(FPp)| nar u og Vg(Fo) er parallelle.
a) Land P = (-1,1,1), Q = (1,2,3) og R = (—1,—3,—2). Fra oppgaveteksten har vi at
den maksimale retningsderiverte til g(x,y, z) i punktet P er lik 6 og dermed vet vi at

|[Vg(P)| = 6. Videre opplyses det at dette oppnas i retning mot punktet ). Enhetsvek-

toren i denne retningen er u = %. Vi har

PQ=(1-(-1),2-1,3-1)=(21,2).
Dette gir |P—C>2| =22+ 12 +22 = /9 = 3, og vi finner

1
= -(2,1,2).
=312
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Med dette skal vi na finne den retningsderiverte i P i retning mot punktet R. Vi begynner

med & finne enhetsvektoren v = %. Vi har

PR=(-1-(-1),-3-1, -2 1) = (0,4, -3).

Dette gir |PE| = /02 + (—4)2 + (—3)2 = /25 = 5, og vi finner
1
= —2(0,4,3).
v=—3(0,4,3)

Til slutt far vi
Dyg(P) =Vg(P)-v==6u-v

2
=30 +4+6)=—4

Tangentplanet til f(x,y) i punktet P = (1, —1) er gitt ved

L -1+ L P+ =2 1),

Den retningsderiverte er gitt ved D;f(P) = Vf(P)-j = g—g(P). I ligningen for tan-
gentplanet til z = f(z,y) i punktet (1,—1,2) er koeffisienten foran y lik 0. Folgelig er
SL(P) =0 og vi far D;f(P) = 0.

Vi skriver om ligningen for det gitte tangentplanet pa normalform. Dette gir

7
2040y =2— =
3:+yz2

Fra normalformen over kan vi na finne V f(P) = (g—i(P), g—’;(P» =(-2,0).Lau = (3,¢),
der c er en vilkarlig konstant. Vi ser at Dy, f(P) = Vf(P)-u= —2-1+0-c= —1 uansett
hva c er. For at u skal veere en enhetsvektor bestemmes c slik at |[u|? = (1)2 + ¢ = 1.

2
Dette gir ¢ = £11/3. De gnskede enhetsvektorene blir u = (3, £1/3).

Oppgave 5.

11
117

a)

Vi definerer g(z,y) = 522 — 6xy + 5y® — 4v/2(x + ) og bruker Lagrangemetoden & finne
maksimums- og minimumspunktene til f(z,y) = zy med bibetingelse g(z,y) = 0. Vi far

Vf(z,y) = AVg(z,y), g(z,y) =0.
Dette gir fglgende system av ligninger
y = MN10z — 6y — 4V/2)
= M10y — 62 — 4v/2)
522 — 6zy + 5y? —4V2(x +y) =0
For 3 fjerne konstantleddene subtraherer vi ligning 77 fra ligning I:
y —x = A(10x — 6y — 4v2) — A(10y — 62 — 4V/2)
= 16z — 16\y = —16\(y — z).
N4 star termen y — x pa begge sider av ligningen, sa vi flytter over. Dette gir
(1+16A)(y —2) =0.

Dette gir oss to tilfeller: 1. 1 4+ 16\ = 0 eller 2. y = .
1. 14 16X = 0 det vil si A = —15. Dette setter vi for eksempel inn i ligning IT og far
x = —%(10y — 6z — 4v/2). Dette gir

2
x—!—y:g\/i
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L inn i ligning I. Den siste

Det ville gitt den samme ligningen om vi satte A = — 15

ligningen gir y = 21/2 — 2. Altsa
2 4 4 8
2 _ 2 2
=22 -2 2V + — 2=22 — 22 + —
Y T 5\/—x+25 x 5\/—$+25

W +y) = 4\/§(§\/§) _ %6

Innsatt i ligning 717 fas

2 8 16
0:5x2—6(5\/§x—x)+5(33 ——\/—x—|—25) =
:16x2—¥ 2x—§.

Lgser andregradsligningen og far

= V2 eller = V2
z= T= 5
Innsatt i uttrykket for y gir dette to punkter P, = (i i) og P, = (42, g)

2. Vi setter x = y inn i ligning 111
0 =522 — 622 + 522 — 4v/2 - 22 = da(x — 2V/2).

Her er x = 0 eller # = 21/2 med tilhgrende punkter P; = (0,0) og Py = (2v/2,2/2).
Til slutt ma vi sjekke hvilke av de fire punktene vi har funnet som gir maksimum og
minimum.

f(P1) = f(P») = —15 og gir minimum.

f(P3) =0 er hverken maksimums eller minimumspunkt.

f(Ps) = 8 gir maksimum.
Den observante leser kunne ha lagt merke til at g(z,y) = 0 definerer en ellipse som er
dreiet i forhold til x og y-aksen pé en slik mate at den lange halvaksen ligger pa linjen
x = y. Denne dreininger gir kryssleddet (—6zy) i g(z,y). Videre er ikke sentrum i origo,
men forskjgvet slik at ytterpunktene pa de store halvaksene ligger i henholdsvis (0,0) og
(21/2,21/2). Denne forskyvningen gir fgrstegradsleddet —4+v/2(z +) i g(x, y). For & vaere
mer presis: vi innfgrer nye koordinater u og v slik at x = \/ii(u —v)ogy = \/ii(u +v).
Dette representerer et koordinatsystem som er dreiet 7 radianer mot klokken i forhold
til zy koordinatene. N& er (x) ekvivalent med (u—2)? +4v = 4 og funksjonen z = f(x,y)
er z = 3(u? —v?).

b) Her kan vi sette oss ned og regne i vei, men med et lite gyeblikks ettertanke ser vi at
funksjonen F(x,y,z) = f(x,y)e?, der f(z,y) = xy er funksjonen fra punkt a. Videre
vet vi at faktoren e er positiv og stigende. Denne faktoren vil derfor bare forsterke
eventuelle ekstremalpunkter, og vi far makspunkt (2v/2,2v/2,12) med maksimalverdi

F(2v/2,2v/2,12) = 8¢'2. Minimalpunktene er (%2, =¥2,12) og (5%2, %2,12) med mini-
malverdi F(42, =2 12) = F(52, Y2 12) = <.

Oppgave 6. Fgrst regner vi ut stgrrelser det vil bli bruk for underveis i oppgaven.

22
B yz? xz
VF(it,y,Z) - <y2»$279€y> og VG(IE,y,Z) - <2\/— 2\/— \/ >
Vi vil ogsa trenge kryssproduktet VF (z,y, 2) X VG(z,y, z). Det er gitt ved
i j k
VF(z,y,2) x VG(z,y,2) = k| Y= xz zy
yz

N % 2./Tyz
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Vi ekspanderer dette uttrykket og far

x2yz? xy?2? ryz> xyz>
F = ki(2y/Tyaz’ — kj = 2y/ayyz?) + kk(-— — o —
\V4 (x,y7z) X VG(m,y,z) 1( TYTZ 2\/@) + J(Z\/@ TYyz )+ (2 Ty 2 /Ty
ki 4a?y2? — 22yz? ok xy?2? — day?2?
2./Ty 2\/zy

3 . . 3
= ik\/@z2($l - yJ) = §G(x7y,z)<m7 _y70>

Nar G(z,y, z) er konstant gir dette tangentvektorer til hyperbler gitt av zy = 7, der «y er en
konstant. Dette kommer til nytte i punkt b.

a)

Vi gnsker at v skal gi Dy F(Py) =0 og DyG(FPy) = 0. Altsa
0=DyF(Py) = VF(R)-v dvs. vLVF(P,)
0= DyG(Py) = VG(Py) - v dvs. vLVG(P)

En slik vektor finner vi som kryssproduktet VF(z,y,2) X VG(x,y, z) som vi fant i inn-
ledning til denne oppgaven. Det vil si at v er en vektor med lengde 1 som er parallell
med VF(Py) x VG(Py) = 57,6k(9, ~16,0). Dette gir v = £—2=(9,-16,0).

I uttrykket for VF(z,y, z) x VG(z,y, z) ser vi at koeflisienten foran k er 0. Det betyr at
vi ikke kan endre z dersom vi gnsker & holde verdien av F'(x,y, z) og G(x,y, z) konstant
lik verdien i Py nar vi beveger oss bort fra Py. N krever vi at F(z,y, 2) = zyz = F(P),
men siden z ikke kan endre seg ma produktet xzy holdes konstant lik verdien i Py, det vil
sixy =916 = 144. Merk at vi ville fatt tilsvarende resultat om vi hadde gjort samme
resonnement for G(z,y,z) = k\/@z2 ettersom vi ogsd her matte kreve at z matte holdes
fiksert og at /7y dermed mé veere konstant.

—_—
Vi har altsa at P; = (z, v, 3,2) og |PyP1|? = 25 som er ekvivalent med
(x—9)* + (y — 16)* = 5°.

Her kunne vi n& brukt zy = 144 og satt inn i ligningen over. Det ville gitt oss en
fjerdegradsligning i x. En slik ligning er p4 ingen mate ulgselig, men vi ser forst at © = 12
og y = 12 gir en lgsning fordi kravet xy = 144 da er oppfylt. Altsa er P, = (12, 12, 3,2)
en lgsning. De andre heltallslgsningene av () tilfredstiler ikke zy = 144.
Som nevnt kunne vi brukt zy = 144 og satt dette inn i (x). Dette gir, med y =
(x —9)* + (y — 16)* = 57
144
(x —9)* + (— —16)*> =5
x

1442 144 - 16
5 — 2
T T

144
xT

% — 18z + 81 + +162 =25

vi multipliserer med 2 og far

2 — 1822 + 31222 — 4608z + 20736 = 0.

Fra over har vi at = 12 er en lgsning av (xx). Vi kan dermed dividere polynomet i ()
med x — 12 og fa et tredjegradspolynom. Dette kan gjgres for hand, men det gar raskere
med Maple. Svaret blir

2® — 62” + 240z — 1728 = 0
I folge Maple har denne ligningen bare en reell rot. Den er gitt ved z ~ 6,99699. Dette

gir y & 20,58028. Vi konkluderer med at punktet (6,99699, 20,58028, 3,2) ogsd gir en
lgsning.

)



