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Oppgave 1. Gitt vektorfeltet F(x,y) = eyi+ (e* + y)j = (P(z,y), Q(z,y)) med P(z,y) = ey
og Q(z,y) = e® +y. Vi ser at

or_ . . 0e_
oy & ox
slik at %—}; = % og vektorfeltet er konservativt.

Vi vil finne en potensialfunksjon for vektorfeltet. Det vil si at vi vil finne en funksjon f(z,y)
slik at F(z,y) = Vf(x,y). Vi ma altsa ha at

of _ =« of _ =«
%—ey og ay—e +y.

Ved a integrere finner vi at

Fany) = / yde = ¢y + g(y),

hvor g(y) er en funksjon av y. Da er % =e” 4 ¢'(y), og ved a sammenligne med vektorfeltet ser

viat ¢'(y) = y slik at g(y) = 2y>+C. Et potensial for F blir da (med C = 0) f(z,y) = ey+ 3y>.
For a beregne integralet

/6wydw + (" +y)dy
c
kan vi na bruke potensialfunksjonen. Kurven C' gar mellom punktene (3,0) og (0,3). Da blir

/e“’ydx—k(ew—i-y)dy:/Fds:/V-fds:f(0,3)—f(3,0):3—1—%—0:%.
c c c

Oppgave 2. Vi vil beregne
7{ —y3de 4+ 23 dy
c
hvor C' er ett omlgp i positiv retning av sirkelen med sentrum i origo og radius a. Siden (%(—y?’) =

—3y? og 2 (2®) = 322 gir Greens teorem oss at

f—y?’dx—km?’dy://i’)xz—l—BdeA,
D

c
hvor D er disken med sentrum i origo og radius a. Ved a innfgre polarkoordinater finner vi

21 a

j{—y?’dx—l—x?’dy:3//r2rdrd0:3-27r-ia4:37”a4.
c 0 0

Oppgave 3. Vi skriver fgrst om til sylinderkoordinater. Da vil vi beregne

é/zd&

hvor S er den delen av flaten z = v/1 + r2 som ligger innenfor sylinderen r = 2. I sylinderkoor-
dinater er

0z 0z
2 2 2
dS\/r +(7’8T) +(89) dr dé
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slik at

27 2

2
//zdS://\/1+T2\/T2+7’21j_{; +0drd0://r\/1+2r2drd9
0 0 0 0
2

S
1 T 9 1 2 1 21 1 2%
_ _ 2 999 _ _ _ 4om
fZ//\/ﬂdudefZ/[gu\/ﬂ]ldﬁf6/27—1d9f6.26.27r7 3
0 1 0 0

Oppgave 4. Vi vil finne

//curlF -ndsS,
S

nar S er den delen av paraboloiden z = 9 — 2% — 32 som er avgrenset av planene z = 0 og z = 5.
Denne er vist i Figur 1. n er normalvektoren til S med positiv k-komponent, mens

Randkurvene til flaten vil veere to sirkler, C; som ligger i planet z = 0 og C5 i planet z = 5.

Stokes teorem gir da
//cur1F~ndS:]{F-Tds—l—%F~Tds.
s

Cy Ca

?@
ny | Cy

Dy . -
Ch A
Ficur 1

For & finne orienteringene pa randkurvene tenker vi oss at gar langs kurvene med kroppen i
retning av normalvektoren. Vi skal da ga i en slik retning at vi har omradet vart pa venstre side.
Dette gir orienteringen vist pa figuren.

For a beregne kurveintegralene kan vi bruke Stokes teorem en gang til, men tenker na pa
de plane sirklene som render for diskene Dy og D,. For D; er n; = k, slik at curlF - n; =
8%(—:10 -0) — (,%(Qy) = —2, mens normalvektoren pa Dy er ny = —k som gir curlF - ny =

—%(—m -5) + (%(Qy) = 7. Siden curlen er konstant trenger vi bare a gange den med arealet av

diskene. Dermed blir ffs curlF-ndS=-2-7-324+7-7-22=10nr.

Oppgave 5. Vi vil skrive om Pdxz + Q dy ved a innfgre polarkoordinater. Vi skriver fgrst om
uttrykket til vektorform. Med F = (P, Q) er

Pdz+Qdy=F Tds=F-vdt=(P,Q) (4, ) dt.
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Vi har at © = x(r,0) = rcosf og y = y(r,0) = rsin6, og ved a bruke kjerneregelen blir

PQ>~<6ZdT Oz do @Q+3yd9>dt

Pdzx+Qdy = ordt T @gdt> or ar T 20 at

= ((cos 0% — rsin09L)P + (sin09r + rcos099)Q) dt
(Pcost +Qsinf)9r + (—Psinf + Q cos 0)99) dt
= (Pcosf+ Qsind,(—Psinf + Qcosb)r <‘é’t,‘£>
:(PCOSQ—i—QSlnH)dr—i—(—P51n0+Qc059)rd9.

o~ o~ o~ —~

Alternativt kan vi regne direkte med differensialer. Siden differensialene til x = rcosf og
y=rsinf er
dz = cosfdr — rsinf df, dy = sin@dr + rcos db,
blir
Pdz+ Qdy = (cosfdr —rsinfd)P + (sinfdr + r cos 0 do)Q
= (Pcosf+ Qsinf)dr + (—Psinf + Q cosd) r df.

Vi kan na bruke denne formelen for a skrive om

A= %?{—ydx—i—mdy
c
til polarkoordinater. Her er P = —y = —rsinf og Q) = x = rcosf, som gir

A=1L ¢ (—rsinfcosd+rcosfsinf)dr + (rsin® 6+ rcos?§)rdd = L ¢ r2de.
2 2

C (&

I Matematikk 1 brukte vi formelen A = ff 1[£(8)]? d6 for areal i polarkoordinater, hvor r = f(6).
Som vi kunne forvente er dette samme formel.
Vi har allerede funnet at —ydx + zdy = r? dé, slik at

]:%—ydx—l—xdy:?{r de %d&
22 1 42 r2
C C

C
La na
Py % g
Da blir
0Q 1-(2?2+y?) -2 22 y? — 2 i opr y? — 22 oQ
= @2+ = TR og tilsvarende a—y = W =0

Dersom C' er en sirkel med sentrum i origo og radius a ser vi at I = 2. I fglge Greens teorem
eller teoremet om konservative vektorfelt ville vi forventet at I = 0. Problemet i dette tilfellet er
at vektorfeltet ikke er kontinuerlig i origo, som vi integrerer rundt.

Oppgave 6. Vi er gitt vektorfeltet F = uVv — vVu. I fglge Greens teorem pa vektorform er

//V-FdA:]{F-nds.
R C

Vi finner videre ved produktregelen for derivasjon pa gradientform,
V-F=V-(uVv—ovVu) =uV?v+ Vu- Vv —oViu— Vv -Vu=uVv—ovViu

: v _ .
og siden 57 =mn- Vv er

F-n=n-(uVv—ovVu)=u(n-Vv) —v(n-Vu) =u— —v-—.

//(uv% —oV2u)dA = f{ <U§Z - Uf,jZ) ds. (1)
R C

Dermed blir
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Dersom v er konstantfunksjonen v = 1, vil de deriverte til v veere 0. Spesielt er VZv = 0 og

%}L = (0. Sammen med formelen ovenfor gir dette

%dS——% v ds = — // uVQv—UVQ )dA = //V2udA
on an
C

slik at nar Vzu =0er §, 2% ds=0.
Vi lar nd v(z,y) = In(2? + y?). Ved & derivere ser vi at for (z,y) # (0,0) er

o, e

o a2 +y* 0z T (22 +y?)?
og

v _ _ 2% Pv_, 2y

By 212 8y @ty

Dermed blir V2y = % + gi = 0 slik at v er harmonisk.

<

Cy

FIGUR 2

Gitt 0 < a < b, og u som er harmonisk pa disken med radius b. La R veere annulusen som vist
i Figur 2. Siden bade V?u = 0 og VZv = 0 gir ligning (1) oss

ov Ju ov ou
— 2, 2 —_ et _ 7 a2
0—//(uv v—ovVeu)dA %(uan v8n> ds %(uan U8n> ds.
R o]

b a
C, og CY er sirklene med radius henholdsvis a og b gjennomlgpt i positiv retning. Vi far negativt
fortegn foran det andre integralet fordi sirkelen med radius a egentlig skulle veert orientert motsatt
vei. La oss se litt neermere pa v. I polarkoordinater er v = v(r,6) = Inr? = 2Inr. Spesielt betyr
det at v er konstant pa alle sirkler om origo. Den normalderiverte til v blir

v 1 2z 2y 2 2
f:n~Vv:7<x,y>- ) = =
on Va2 + 2 4y et +y? ) a2y 7

siden normalvektoren til en sirkel er L x, Ved a sette inn i ligningen var finner vi da
Nz (2,9). gning

(B )(fr)- ) (1))
:%fu®7§%u®.

Cy Cq

hvor vi har brukt at fc 2 ds = 0. Ved a dele pa 47 finner vi

1

1
— P uds = —
21a 27h
C, Cy

uds,

som sier at u har samme middelverdi pa de to sirklene.



